Cwiczenia z Geometrii I, czerwiec 2006 r.

Waldemar Pompe

Cechy przystawania tréjkatow

1. Punkt P lezy na przekatnej AC kwadratu ABCD (rys. 1).
Punkty @ i R sa rzutami prostokatnymi punktu P odpowied-
nio na proste CD i DA. Wykazaé¢, ze BP = RQ).

2. Dany jest trojkat ostrokatny ABC', przy czym
JACB =45°.

Wysokoéci tréjkata ABC przecinaja sie w punkcie H (rys. 2).
Wykazaé, ze CH = AB.

3. Na bokach BC, CA i AB tréjkata ABC' zbudowano po
jego zewnetrznej stronie tréjkaty rownoboczne BCD, CAE
i ABF (rys. 3). Wykazaé, ze AD = BE.

4. Punkty P i Q leza odpowiednio na bokach BC'i CD kwa-
dratu ABCD, przy czym SPAQ =45° (rys. 4). Dowieéé, ze
BP+ D@ = PQ.

5. Dany jest czworokat wypukly ABCD, w ktérym
IDAB=<JABC.

Symetralne odcinkéw AD i BC przecinaja sie w punkcie M
lezacym na odcinku AB (rys. 5). Udowodnié¢, ze AC'= BD.

6. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym A=90° oraz AB=AC
(rys. 6). Punkt M jest $rodkiem boku AB. Prosta przecho-

dzaca przez punkt A i prostopadla do prostej CM przecina
bok BC w punkcie P. Wykazaé, ze SAMC = <BMP.
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7. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym $A=90° oraz AB=AC
(rys. 7). Punkty D i E leza na boku AC, przy czym AD=CE.
Prosta przechodzaca przez punkt A i prostopadta do prostej
BD przecina bok BC' w punkcie P. Wykazaé, ze

SPEC =<BDA.

8. Na bokach BC i CA tréjkata ABC zbudowano po jego
zewnetrznej stronie kwadraty BCDE oraz CAFG (rys. 8).
Prosta przechodzaca przez punkt C i prostopadia do pro-
stej DG przecina odcinek AB w punkcie M. Udowodnié¢, ze
AM = MB.

9. Na bokach BC, CA i AB trbjkata ABC zbudowano po
jego zewnetrznej stronie tréjkaty rownoboczne BCD, CAE
i ABF (rys.9). Na boku AB zbudowano po wewnetrznej stro-
nie trojkata ABC taki tréjkat ABF, ze

IBAF =<JABF =30°.

Dowies¢, ze DF = EF.

10. Punkty D i E leza odpowiednio na bokach BC' i AB
tréjkata réwnobocznego ABC, przy czym BE=CD (rys. 10).
Punkt M jest $srodkiem odcinka DE. Wykazac, ze

BM=1AD.

11. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym A=90° oraz AB=AC
(rys. 11). Punkty D i E leza odpowiednio na bokach AB
i AC, przy czym AD=CFE. Prosta przechodzaca przez punkt
A i prostopadta do prostej DE przecina bok BC' w punkcie
P. Wykazaé, ze AP=DE.

12. Dany jest trojkat ABC, w ktérym
JACB=60° oraz AC < BC.

Punkt D lezy na boku BC, przy czym BD = AC (rys. 12).
Punkt F jest punktem symetrycznym do punktu A wzgledem
punktu C. Udowodnié, ze AB=DE.

13. Prostokat ABC'D, w ktorym AB =3-AD podzielono na
trzy kwadraty: AEFD, EGHF oraz GBCH (rys. 13). Wy-
kazaé, ze

JAED+<SAGD+<ABD =90°.
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14. W szedciokacie wypuklym ABCDFEF wszystkie boki sg
rownej dlugosci oraz

JA+IC+<IE=<B+<D+JF.
Dowiesé, ze przekatne AD, BE i C'F przecinaja sie w jednym
punkcie.

B rys. 14
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Katy w okregu

15. Na przeciwprostokatnej BC tréjkata prostokatnego ABC
zbudowano po zewnetrznej stronie kwadrat BCDE (rys. 15).
Niech O bedzie $rodkiem tego kwadratu. Wykazaé, ze

IBAO =<4CAO.

16. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC, przy czym SACB =
60° (rys. 16). Punkty D i E' sa rzutami prostokatnymi odpo-
wiednio punktéw A i B na proste BC' i AC. Punkt M jest
srodkiem boku AB. Wykaza¢, ze trojkat DEM jest réwno-
boczny.

17. Punkt O jest $rodkiem okregu opisanego na tréjkacie
ABC (rys. 17). Punkt D jest rzutem prostokatnym punktu
C na prosta AB. Wykazaé, ze

YACD =<4BCO.

18. Punkt H jest punktem przeciecia wysokosci trojkata ostro-
katnego ABC' (rys. 18). Wykazaé, ze punkty symetryczne do
punktu H wzgledem prostych AB, BC, C'A leza na okregu
opisanym na tréjkacie ABC.

19. Punkty E i F' leza odpowiednio na bokach AB i BC
kwadratu ABCD, przy czym BE = BF (rys. 19). Punkt S
jest rzutem prostokatnym punktu B na prostg C'E. Wykazad,
ze $DSF =90°.

20. Punkt E lezy na boku BC kwadratu ABCD (rys. 20).
Punkty P i @ sa rzutami prostokatnymi odpowiednio punk-
téw E i B odpowiednio na proste BD i DFE. Dowies¢, ze
punkty A, P, @) leza na jednej proste;j.
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21. Na bokach BC, C'A i AB tréjkata ABC' zbudowano po
jego zewnetrznej stronie tréjkaty rownoboczne BCD, CAE
i ABF (rys. 21). Wykazaé, ze:

(a) AD=BE=CF.

(b) Proste AD, BE i C'F przecinaja sie¢ w jednym punkcie.
(Punkt wspélny prostych AD, BE i CF nazywa si¢ punktem
Toriciellego tréjkata ABC.)

22. Punkt FE lezy na boku BC kwadratu ABCD. Czworokat
BFGFE jest kwadratem zbudowanym na zewnatrz kwadratu
ABCD (rys. 22). Wykazaé, ze proste AE, CF i DG przeci-
naja si¢ w jednym punkcie.

23. Na bokach BC' i AC tréjkata ostrokatnego ABC' zbu-
dowano, po zewnetrznej stronie, kwadraty BCFE i ACGH
(rys. 23). Udowodnié, ze proste AF, BG i EH przecinaja sie
w jednym punkcie.

24. Punkt P lezy wewnatrz réwnolegloboku ABCD, przy
czym SABP = JADP (rys. 24). Dowiesé, ze

IDAP=<DCP.

25. Na czworokacie ABC'D jest opisany okrag o $rednicy AB
(rys. 25). Punkt E jest symetryczny do punktu A wzgledem
srodka odcinka C'D. Dowies¢, ze proste C'D i BE sa prosto-
padte.
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Styczna do okregu

26. Ustalone punkty A i B leza na prostej k. Okregi o1 i 09
sa styczne zewnetrznie w punkcie X (rys. 26). Okregi te sa
rowniez styczne do prostej k& odpowiednio w punktach A i B.
Wyznaczy¢ zbiér punktéw X.

27. Dany jest czworokat wypuklty ABCD. Proste AB i CD
przecinaja sie w punkcie E, a proste AD i BC przecinaja
sie w punkcie F' (rys. 27). Udowodnié, ze w czworokat wy-
puklty ABCD mozna wpisa¢ okrag wtedy i tylko wtedy, gdy
spelniony jest jeden z warunkow:

(a) AE+CF=AF+CE
(b) BE+BF =DE+DF.

28. Okregi dopisane do trojkata ABC' sa styczne do bokow
BC' i AC odpowiednio w punktach D i F (rys. 28). Wykazaé,
ze BD=AF.

29. Czworokat wypukly ABC' D podzielno na dziewieé¢ czwo-
rokatow, jak pokazano na rysunku 29. Udowodnié, ze jesli
w zacieniowane czworokaty mozna wpisaé okregi, to réwniez
w czworokat ABC'D mozna wpisaé¢ okrag.

30. Punkty D, E, F leza odpowiednio na bokach BC, CA,
AB trojkata ABC. Odcinki AD, BE i CF przecinajg sie
w punkcie P (rys. 30). Wykazaé, ze je$li w czworokaty AFPE
i F BD P mozna wpisa¢ okregi, to réwniez w czworokat DC E P
mozna wpisa¢ okrag.

31. W czworokat wypukly ABC D mozna wpisa¢ okrag. Punkt
P lezy na odcinku C'D. Wykazac, ze istnieje wspélna styczna
do okregéw wpisanych w trojkaty ABP, BCP i DAP (rys. 31).
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32. Udowodnié, ze w czworokat wypukly ABC D mozna wpi-
sa¢ okrag wtedy i tylko wtedy, gdy okregi wpisane w trojkaty
ABD i BCD sa styczne (rys. 32).

33. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym AC # BC' (rys. 33).
Dwusieczna kata AC'B oraz symetralng odcinka AB przeci-
naja sie w punkcie D. Wykazaé, ze punkty A, B, C, D leza
na jednym okregu.

34. Dany jest trojkat ABC. Dwusieczna kata ACB prze-
cina okrag opisany na tym tréjkacie w punkcie D (rys. 34).
Punkt I lezy na odcinku C'D. Wykazaé, ze punkt [ jest $rod-

kiem okregu wpisanego w trojkat ABC wtedy i tylko wtedy,
gedy AD=BD=1ID.

35. Cztery okregi sg styczne zewnetrznie w punktach A, B,
C, D, jak pokazano na rysunku 35. Wykazaé, ze punkty A,
B, C, D leza na jednym okregu.

36. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Udowodnié, ze
srodki okregéow wpisanych w tréjkaty BC D, CDA, DAB oraz
ABC sa wierzchotkami prostokata (rys. 36).
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37. Okregi 01 i 09 odpowiednio o srednicach AB i BC sa
styczne zewnetrznie w punkcie B. Prosta przechodzaca przez
punkt B przecina okregi o1 i 0o odpowiednio w punktach K
i L. Prosta KL przecina okrag o srednicy AC w punktach P
iQ (rys. 37). Wykazaé, ze KP = LQ.

38. Okrag o érodku J, dopisany do trdojkata ABC), jest styczny
do boku BC w punkcie D oraz jest styczny do prostej AC
w punkcie E (rys. 38). Punkt @ jest rzutem prostokatnym
punktu B na prosta AJ. Wykazaé, ze punkty D, E, Q) leza
na jednej prostej.

39. Okregi 01 i 02 sa rozlaczne zewnetrznie. Dwie wspolne
styczne do tych okregéw — jedna wewnetrzna, druga zewnetrz-
na — sg styczne do okregu o; w punktach A i B, a do okregu o9
w punktach C'i D (rys. 39). Wykazaé, ze proste AB i CD
przecinaja sie na prostej taczacej srodki okregdéw o1 i 0s.

40. Wykaza¢, ze w dwunastokacie foremnym A;As... A9
przekatne A, Ag, A3Ag oraz AyA11 przecinaja sie w jednym
punkcie (rys. 40).

41. Dwa ustalone okregi o i 02 przecinaja si¢ w punktach
A i B. Prosta k przechodzi przez punkt A i przecina okregi
01 1 02 odpowiednio w punktach X i Y (rys. 41), przy czym
punkt X lezy na zewnatrz okregu os, a punkt Y na zewnatrz
okregu o7. Styczne do okregéw o1 i oo w punktach X i Y
przecinaja sie w punkcie Z. Dowies¢, ze miara kata X ZY nie
zalezy od wyboru prostej k.

42. Punkt P lezy wewnatrz czworokata wypuklego ABCD,
przy czym JBCP +<JADP =<JAPB. Wykazaé, ze okregi
opisane na tréjkatach BCP i1 ADP sa styczne (rys. 42).
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43. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym $BAC=90° (rys. 43).
Punkty D i E leza odpowiednio na bokach AC i BC, przy
czym

IBDE=<ACB oraz DE=2-AD.
Wykazaé, ze SABD = %ﬁ(ABC.

rys. 43
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Pole

44. Dany jest pieciokat wypukly ABCDFE, w ktorym prze-
katna AD jest réwnolegta do boku BC', a przekatna C'E jest
réwnoleglta do boku AB (rys. 44). Wykazaé, ze pola tréjkatéw
ABE i BCD sg réwne.

45. Punkty F i F' leza na bokach BC' i DA réwnolegtoboku
ABCD, przy czym BE = DF. Punkt K lezy na boku CD.
Prosta E'F przecina odcinki AK i BK odpowiednio w punk-
tach P i Q (rys. 45). Wykazaé, ze suma pdl tréjkatéw APF
i BQFE jest réwna polu trojkata K PQ).

46. Punkty D i E leza odpowiednio na bokach BC i CA
trojkata ABC, przy czym

BD CE

DC  EA
Odcinki AD i BFE przecinaja sie w punkcie P (rys. 46). Wy-
kazaé, ze pole czworokata EPDC jest réwne polu tréjkata
ABP.

47. Dany jest réwnolegtobok ABCD. Punkt E nalezy do
boku AB, a punkt F' do boku AD (rys. 47). Prosta EF
przecina prostag C'B w punkcie P, a prosta C'D w punkcie
Q. Wykazaé, ze pole trojkata CEF jest réwne polu tréjkata
APQ.
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48. Punkty M i N sa odpowiednio srodkami bokéw AB i CD
czworokata wypuktego ABCD. Odcinki AN i DM przecinaja
sie w punkcie P, odcinki BN i CM przecinaja sie w punkcie )
(rys. 48). Wykazaé, ze suma pol tréjkatéw ADP i BCQ jest
rowna polu czworokata M PNQ.

49. Punkty K i L leza odpowiednio na bokach AB i CD
czworokata wypuklego ABC D, przy czym

AK CL

KB LD’
Udowodni¢, ze suma pol tréjkatow ABL i CDK réwna sie
polu czworokata ABCD (rys. 49).

50. Dany jest czworokat wypukly ABC'D. Punkty K, L leza
na boku AB, przy czym AK=KL=LB, a punkty M, N leza
na boku C'D, przy czym CM =MN =N D (rys. 50). Wykaza¢,
ze pole czworokata K LM N jest réwne 1/3 pola czworokata
ABCD.

51. Dany jest czworokat wypukly ABC'D. Punkty K i L leza
odpowiednio na odcinkach AB i AD, przy czym czworokat
AKCL jest réwnoleglobokiem (rys. 51). Odcinki KD i BL
przecinaja sie w punkcie M. Wykazaé, ze pola czworokatéw
AKML i BOCDM sa réwne.

52. Dany jest szesciokat wypukly. Kazdy z trzech odcinkéw
taczacych srodki przeciwleglych bokéw tego szesciokata dzieli
go na dwa pieciokaty o réwnych polach. Dowiesé, ze te trzy
odcinki przecinaja si¢ w jednym punkcie.

53. Dany jest sze$ciokat wypuklty ABCDEF. Wykazaé, ze
pole jednego z trojkatéw ABC, BCD, CDE, DEF, EF A,
F AB nie przekracza 1/6 pola szesciokata ABCDEF.

54. Dany jest pieciokat wypukly ABCDE. Wykazaé, ze suma
pol pewnych czterech sposréd trojkatéw ABC, BCD, CDFE,
DFEA, EAB jest wigksza od pola pigciokata ABCDE.
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Twierdzenie Talesa

55. Punkty M i N sa odpowiednio $rodkami bokow BC'i C'D
rownolegtoboku ABC'D. Odcinki AM i AN przecinaja prze-
katna BD odpowiednio w punktach P i @ (rys. 55). Wykazad,
ze BP=PQ=QD.

56. Punkty K, L, M, N sa odpowiednio srodkami bokéw AB,
BC, CD, DA czworokata wypuklego ABCD (rys. 56). Do-
wiesé, ze czworokat K LM N jest réwnoleglobokiem, ktérego
pole jest réwne polowie pola czworokata ABCD.

57. Punkt I jest érodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC.
Punkty P i @ sa rzutami prostokatnymi punktu C' odpowied-
nio na proste Al i BI (rys. 57). Znajac dlugosci bokéw troj-
kata ABC obliczyé¢ dlugosé odcinka PQ.

58. Na bokach BC i C'A tréjkata ABC zbudowano po jego
zewnetrznej stronie kwadraty BCDE oraz CAFG (rys. 58).
Punkty M i N sa odpowiednio $rodkami odcinkéow DF' i EG.
Znajac dhugosci bokéw trojkata ABC obliczy¢ diugosé od-
cinka M N.

59. Punkty K, L, M, N sa odpowiednio srodkami bokéw AB,
BC, CD, DA réwnolegtoboku ABCD (rys. 59). Znajac pole

rownolegtoboku ABC D obliczy¢ pole czworokata ograniczo-
nego prostymi AM, BN, CK, DL.

60. Punkty K, L, M, N sa odpowiednio srodkami bokéw
AB, BC, CD, DA réwnolegtoboku ABCD (rys. 60). Znajac
pole réwnolegtoboku ABC' D obliczy¢ pole odmiokata ograni-
czonego prostymi AM, MB, BN, NC, CK, KD, DL, LA.

61. Punkty K i L leza odpowiednio na bokach AD i BC
czworokata wypuktego ABC D, przy czym
AK CL
KD LB’
Prosta KL przecina odcinki AC'i BD odpowiednio w punk-
tach P i@ (rys. 61). Dowiesé, ze
KP [ACD|
QL [BCD]’
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62. Punkty E i F lezg odpowiednio na bokach AB i AD
rombu ABCD (rys. 62). Proste CE i CF przecinaja prze-
katna BD odpowiednio w punktach K i L. Proste EL i FK
przecinaja boki CD i CB odpowiednio w punktach P i Q.
Dowiesé, ze CP=CQ.

63. Dany jest sze$ciokat wypukly ABCDEF (rys. 63). Do-
wies¢, ze przeciwlegle boki szeSciokata wypuktego, ktorego
wierzchotkami sa srodki ciezkosci tréjkatéw ABC, BCD, CDFE,
DEF, EF A, FAB sa rownolegte i rownej dtugosci.

64. Dany jest réwnoleglobok ABCD (rys. 64). Pewna prosta
przecina odcinki AB, AC, AD odpowiednio w punktach F,
F, G. Dowiesé, ze

AB AD AC

AE TAG T AF

65. Dany jest trojkat ostrokatny ABC. Punkty D i E sa
rzutami prostokatnymi punktéw A i B odpowiednio na proste
BC i CA (rys. 65). Punkty P i () sa rzutami prostokatnymi
odpowiednio punktéw A i B na prosta DE. Dowies¢, ze PE =
DQ.
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Cechy podobienstwa tréjkatow
Pola figur podobnych

66. Okregi o1 i 0y przecinaja sie w punktach A i B. Punkt
P lezy na prostej AB i na zewnatrz obu okregéw (rys. 66).
Przez punkt P poprowadzono proste styczne do okregéw oq
i 0o odpowiednio w punktach C' i D. Wykazaé, ze PC'=PD.

67. Okregi 01 i 09 sa rozlaczne zewnetrznie. Wspolna styczna
zewnetrzna do tych okregow jest styczna do okregéw o i 09
odpowiednio w punktach A i B. Druga wspdélna styczna ze-
wnetrzna do tych okregow jest styczna do okregéw o1 i oo
odpowiednio w punktach C i D (rys. 67). Prosta AD prze-
cina okregi 01 i 02 odpowiednio w punktach P i ). Dowies¢,
ze AP=QD.

68. Prosta k jest styczna do okregu o w punkcie A. Odcinek
CD jest cieciwa okregu o réwnolegla do prostej k (rys. 68).
Styczna do okregu o w punkcie D przecina prosta k w punk-
cie B. Odcinek BC przecina okrag o w punkcie F. Dowiesé,
ze prosta DE dzieli odcinek AB na dwie réwne czesci.

69. Dany jest trojkat ostrokatny ABC'. Prosta przechodzaca
przez punkt B i prostopadla do prostej AC przecina okrag
o érednicy AC' w punktach K i L (rys. 69). Prosta przecho-
dzaca przez punkt A i prostopadla do prostej BC przecina
okrag o srednicy BC' w punktach M i N. Wykazac, ze punkty
K, L, MiN leza na jednym okregu.

70. Z punktu P lezacego na zewnatrz okregu o $rodku O po-
prowadzono styczne PA i PB (rys. 70). Prosta przechodzaca
przez srodek odcinka AB przecina dany okrag w punktach C
i D. Dowies¢, ze

(a) punkty C, D, O, P leza na jednym okregu;

(b) YAPC =<4DPB.

71. Dany jest réwnolegltobok ABC'D. Pewien okrag przecho-
dzacy przez punkt A przecina odcinki AB, AC, AD odpo-
wiednio w punktach E, F, G (rys. 71). Dowies¢, ze

AB-AE+AD-AG=AC-AF.
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72. W czworokacie wypuklym ABC'D punkt M jest srodkiem
przekatnej AC (rys. 72). Wykazaé, ze jezeli

IBCD=4BMA=%AMD,

to na czworokacie ABC'D mozna opisa¢ okrag.

73. Dany jest pieciokat wypukly ABCDFE, w ktérym
AE=ED, BC=CD oraz JABC=<YBAE=90°.

Dwusieczne katéw BC'D i AED przecinaja sie w punkcie P
(rys. 73). Dowieéé, ze PD?= AE-BC.

74. Punkty F i F' leza odpowiednio na bokach BC'i C'D réw-
nolegtoboku ABCD, przy czym AB-DF =AD-BE (rys. 74).
Odcinki DE i BF przecinaja sie w punkcie P. Wykazaé, ze
IDAP=<BAC.

75. Punkty P i @ leza na bokach BC' i CD rombu ABCD,
przy czym prosta P(Q jest styczna do okregu o wpisanego
w dany romb (rys. 75).

(a) Wykaza¢, ze BP-DQ = 1BD?.

(b) Niech K bedzie punktem stycznosci okregu o z odcin-
kiem AB. Dowieé¢, ze proste K P i AQ sa rownolegle.

76. Dany jest romb ABCD. Punkty F i F' leza odpowiednio
na bokach AB i AD, przy czym SECF = SABD (rys. 76).
Proste EC' i FC przecinaja odcinek BD odpowiednio w punk-
tach P i ). Dowiesé, ze wartoé¢ ilorazu PQ/EF nie zalezy
od wyboru punkéw E i F.

77. Pewien prostokat mozna pokry¢ 25 kotami o promieniu 2.
Udowodni¢, ze ten sam prostokat mozna pokry¢ 100 kotami
o promieniu 1.

78. Dany jest trojkat ABC, w ktérym AC = BC'. Punkt D
jest srodkiem boku AB, a punkt F jest rzutem prostokatnym
punktu D na prosta BC. Punkt M jest srodkiem odcinka DFE
(rys. 78). Dowies¢, ze proste AE i C'M sa prostopadle.
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79. Trojkat ABC jest wpisany w okrag o sSrodku O i promie-
niu 7 (rys. 79). Punkty O, X, Y leza w tej wlasnie kolejnosci
na symetralnej odcinka AB oraz wewnatrz kata ACB, przy
czym OX -OY =r2. Wykazaé, ze SACY = 4XCB.

80. Punkt D lezy na boku AB tréjkata ABC, przy czym
SACD = $DCA. Symetralna odcinka C'D przecina prosta
AB w punkcie E. Wykazaé, ze

EA <AC)2

EB \BC)

81. Tréjkat ABC jest wpisany w okrag o1 (rys. 81). Styczna
do tego okregu w punkcie C' przecina prosta AB w punkcie
D. Okrag 02 styczny do prostej AB w punkcie D przechodzi
przez punkt C'i przecina okrag o; w réznych punktach C'i F.
Wykazacé, ze

£A_ 4oy
EB \BC)
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Twierdzenie Ptolemeusza

82. Na przeciwprostokatnej AB trojkata prostokatnego ABC
zbudowano, po jego wewnetrznej stronie, kwadrat ABDFE
o srodku O (rys. 82). Znajac dlugosci odcinkéw AC i BC
obliczy¢ dtugoséé odcinka OC.

83. Punkt P lezy wewnatrz prostokata ABCD (rys. 83). Udo-
wodnié, ze pole tego prostokata jest nie wigksze od

AP-PC+BP-PD.

84. Dany jest romb ABCD o boku 1 (rys. 84). Wewnatrz
rombu ABCD wyznaczy¢ zbior takich punktow P, ze

AP-PC+BP-PD=1.

85. Dany jest tréjkat ABC, w ktorym spelniona jest réwnoscé
AC+BC=2AB (rys. 85). Punkt I jest $rodkiem okregu wpi-
sanego w trojkat ABC, a punkt O jest érodkiem okregu opi-
sanego na tym tréjkacie. Wykazaé, ze jezeli O # I, to proste
OI i CT sa prostopadle.

86. Punkt O jest Srodkiem okregu opisanego na tréjkacie
ostrokatnym ABC (rys. 86). Punkty K, L, M sa odpowiednio
srodkami bokéw BC, C'A, AB. Wykazaé, ze

OK +OL+OM =R+,

gdzie R, r sa odpowiednio promieniami okregéw opisanego
i wpisanego w trojkat ABC.

Sformutowaé¢ i udowodni¢ analogiczne twierdzenie dla tréj-
kata rozwartokatnego.

87. Dany jest n-kat wypukly A;As... A, wpisany w okrag
(zob. rys. 87 dla n=6). W wielokacie tym poprowadzono n—3
przekatne dzielac go na n—2 tréjkaty. Wykazaé, ze suma pro-
mieni okregéw wpisanych w uzyskane tréjkaty nie zalezy od
podziatu danego wielokata.

88. Dany jest trojkat ABC, w ktérym BC'=a, CA=b, AB=c.
Niech m,, my, m. beda dtugo$ciami srodkowych poprowadzo-
nych odpowiednio do bokéw BC, C' A, AB. Dowies¢, ze

ma(bc—a2) —l—mb(ca—b2) +mc(ab—c2) >0.
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89. Dany jest n-kat foremny A; As... A, (na rys. 89 przyjeli-
Smy n="7). Dlai=1,2,...,n punkt M; jest srodkiem odcinka
A;Aiq1 (przyjmujemy, ze A, 11 =A1). Punkt P lezy wewnatrz
danego wielokata. Dowies¢, ze

n 1 le) n
Z PM, > cos< 80
i=1

- )-;PAi.

90. Dany jest czworokat wypukly ABCD wpisany w okrag
(rys. 90), przy czym

IDCA=24BAC oraz JBCA=2<DAC.
Dowiesé, ze BC+CD = AC.
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Twierdzenie o dwusiecznej, okrag Apolloniusza

91. Punkt K i L leza odpowiednio na bokach BC i C'D réw-
nolegtoboku ABC D, przy czym BK = DL (rys. 91). Odcinki
DK i BL przecinajg sie w punkcie P. Dowies¢, ze polprosta
AP jest dwusieczng kata BAD.

92. Punkty D i FE leza odpowiednio na bokach BC' i C'A tréj-
kata ABC, przy czym BD = AF (rys. 92). Odcinki AD i BE
przecinaja si¢ w punkcie P. Dwusieczna kata ACB przecina
odcinki AD i BE odpowiednio w punktach QQ i R. Wykazad,
ze jezeli punkty P, ), R nie pokrywaja sie, to

DP  PQ QA

ER RP PB’

93. Czworokat wypukly ABCD jest wpisany w okrag. Pro-
ste AB i C'D przecinaja si¢ w punkcie P. Proste AD i BC
przecinaja sie w punkcie @ (rys. 93). Dowies¢, ze dwusieczne
katow APD i DQC przecinaja sie na prostej przechodzacej
przez $rodki przekatnych AC i BD.

94. Czworokat wypukly ABC'D jest wpisany w okrag. Punkty
E i F leza odpowiednio na bokach AB i C'D, przy czym
AE:EB=CF:FD (rys. 94). Punkt P lezy na odcinku EF
i spelnia warunek FP:PF = AB:CD. Udowodnié¢, ze stosu-
nek pél tréjkatow APD i BPC nie zalezy od wyboru punktéw
EiPF.

95. Dane sa okregi 07 i 05 roztaczne zewnetrznie. Wyznaczy¢
zbior takich punktow X, z ktérych okregi o1 i 0o wida¢ pod
tym samym katem (rys. 95).

96. W czworokacie ABC'D miara kata wewnetrznego przy
wierzchotku A jest wieksza od 180° oraz zachodzi réwnoscé

AB-CD=AD-BC.

Punkt P jest symetryczny do punktu A wzgledem prostej BD
(rys. 96). Udowodnié, ze $PCB=<ACD.
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97. Dane sa punkty A i B. Wykazaé, ze kazdy okrag Apollo-
niusza dla punktéw A i B jest prostopadty do kazdego okregu
przechodzacego przez punkty A i B (rys. 97).

98. Punkty A, B, C, D leza w tej wtasnie kolejnosci na pro-
stej k (rys. 98), przy czym

AB=1, BC=2, CD=6.

Rozstrzygnaé, czy istnieje taki punkt P, nie lezacy na pro-
stej k, ze SAPB=<YBPC=<YCPD.

99. W przestrzeni dane sa rézne punkty A, B oraz C1, Co,
Cs, przy czym

oraz C1C5 = %-AB. Udowodnié, ze <C,C5C3 =90° oraz, ze
punkty A, B, C1, C3 leza w jednej plaszczyznie.
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Twierdzenie Cevy i twierdzenie Menelausa

100. Okrag wpisany w trojkat ABC' jest styczny do prostych
BC, CA, AB odpowiednio w punktach D, E, F. Proste BC
i FF przecinaja sie w punkcie X, proste CA i DF przecinaja
sie w punkcie Y, proste AB i DFE przecinaja sie w punkcie Z
(rys. 100). Dowies¢, ze punkty X, Y, Z leza na jednej prostej.

101. Dany jest trojkat ABC. Punkty L, Z lezg na boku BC,
punkty M, X leza na boku C'A, punkty K, Y leza na boku
AB, przy czym AB||MZ, BC | KX, CA| LY (rys. 101).
Dowies¢, ze proste KX, LY i MZ przecinaja sie¢ w jednym
punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy

AY BZ (CX

YK ZL XM

1.

102. Dany jest trojkat nieréwnoramienny ABC. Dwusieczne
katow CAB, ABC i BCA przecinaja boki BC, CA i AB
odpowiednio w punktach D, E, F' (rys. 102). Symetralne od-
cinkow AD, BE, C'F przecinaja proste BC, CA, AB odpo-
wiednio w punktach X, Y, Z. Dowies¢, ze punkty X, Y, Z
leza na jednej proste;j.

103. Dany jest czworoscian ABCD. Sfera s jest styczna do
krawedzi AB, BC, CD, DA odpowiednio w punktach K, L,
M, N. Dowiesé, ze punkty K, L, M, N leza na jednym okregu.
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104. W trojkacie ostrokatnym ABC punkt F jest rzutem
prostokatnym punktu C na prosta AB (rys. 104). Punkt P
nalezy do odcinka C'F'. Prosta AP przecina bok BC' w punkcie
D, a prosta BP przecina bok C' A w punkcie E. Udowodnié,
ze DFC =<YEFC.

A F B rys. 104
105. Na przyprostokatnych BC i C'A tréjkata prostokatnego F
ABC zbudowano, po zewnetrznej stronie, kwadraty BEFC
oraz CGHA (rys. 105). Punkt D jest rzutem prostokatnym 2
punktu C' na prosta AB. Wykazaé, ze proste AE, BH oraz G
CD przecinaja si¢ w jednym punkcie. c

H .

A D B rys. 105
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106. Dany jest czworokat wypukty ABC'D. Prosta k przecina
proste DA, AB, BC oraz C'D odpowiednio w punktach X,
Y, Z oraz T, jak pokazano na rys. 106. Dowies¢, ze

DX AY BZ CT

XA YB zC TD _ ©

107. Punkty X i Y leza odpowiednio na bokach BC i DA
czworokata ABCD, przy czym

AY CX

YD XB’
Prosta XY przecina odcinki BD i AC odpowiednio w punk-
tach K i L (rys. 107). Wykazaé, ze

AL DK

LC KB’

108. Dany jest réwnolegtobok ABCD (rys. 108). Punkty K
i L leza odpowiednio na bokach AB i AD. Odcinki DK i BL
przecinaja sie w punkcie P. Punkt @ jest takim punktem,
ze czworokat AK QL jest rownolegtobokiem. Udowodnié, ze
punkty P, @), C leza na jednej proste;j.

109. Dany jest czworokat wypukly ABCD (rys. 109). Dwu-
sieczne katow ACB i AC'D przecinaja odcinki AB i AD od-
powiednio w punktach P i ). Dwusieczna kata zewnetrznego
BCD przecina prosta BD w punkcie R. Dowies¢, ze punkty
P, @Q, R leza na jednej prostej.

110. Punkt M jest srodkiem boku AB tréjkata ABC (rys. 110).
Punkty D i FE leza odpowiednio na odcinkach BC' i C'A, przy
czym proste DE i AB sa réwnolegle. Punkt P lezy na od-
cinku AM. Proste EM i C'P przecinaja sie w punkcie X, a
proste DP i C'M przecinaja si¢ w punkcie Y. Wykazaé, ze
punkty X, Y, B leza na jednej prostej.
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111. Punkty D, E, F lezg odpowiednio na bokach BC, C'A,
AB tréjkata ABC'. Proste BC' i E'F przecinaja si¢ w punkcie
X, proste CA i DF przecinajg sie w punkcie Y, proste AB i
DE przecinaja sie¢ w punkcie Z (rys. 111). Dowie$é, ze punkty
X, Y, Z leza na jednej prostej wtedy i tylko wtedy, gdy proste
AD, BE, CF przecinaja sie¢ w jednym punkcie.

(Jest to szczegdlny przypadek twierdzenia Desargues’a.)

112. Na bokach BC, CA, AB tréjkata ABC zbudowano, po
jego zewnetrznej stronie, trojkaty BCD, CAFE, ABF, przy
czym

JCAE=<9FAB, 4FBA=<DBC, $DCB=<YECA.

Dowies¢, ze proste AD, BE i C'F przecinaja sie w jednym
punkcie (rys. 112).

113. Wykazaé¢, ze w 30-kacie foremnym przekatne A;Aig,
Az Ay oraz AgAsg przecinaja sie w jednym punkcie (rys. 113).

114. Okrag o wpisany w trojkat ABC jest styczny do bokéw
BC, CA, AB odpowiednio w punktach D, E, F. Punkty X,
Y, Z leza odpowiednio na tukach EF, FD i DE okregu o
(rys. 114). Dowiesé, ze jezeli proste DX, EY i CZ przeci-
naja sie w jednym punkcie, to réwniez proste AX, BY i CZ
przecinaja sie¢ w jednym punkcie.

115. Dany jest szesciokat wypukly ABCDFEF, w ktorym
spelnione sa zaleznosci AB || DE, BC || EF oraz CD || FA
(rys. 115). Dowie$é, ze proste taczace Srodki przeciwleglych
bokow szedciokata ABC DEF przecinaja sie w jednym punk-
cie.
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Punkty izogonalnie sprzezone

116. Dany jest tréjkat ABC, w ktorym AC' = BC' (rys. 116).
Punkty P i Q leza wewnatrz tego trojkata, przy czym

JPAC =<4ABQ oraz <JPBC =<BAQ.
Dowiesé, ze punkty C, P, ) leza na jednej prostej.

117. Dany jest trojkat ABC. Punkty P i @ naleza do sy-
metralnej odcinka AB i leza wewnatrz kata ACB (rys. 117).
Dowiesé, ze jezeli YACP=<BCQ, to YPAC+IQBC =180°.

rys. 116

118. Punkty P i Q leza wewnatrz tréjkata ABC, przy czym
JPAC =4PCB=YPBA=q«

A B B
oraz /
Q
P

JQAB=9QBC=4QCA=3.
Dowies$é, ze = (rys. 118).

rys. 117

119. W trojkacie ABC punkt L jest punktem Lemoine’a.
Przez punkt L poprowadzono prosta przecinajaca odcinki AB
i BC odpowiednio w punktach P i Q, przy czym $PQB =
IBAC (rys. 119). Przez punkt L poprowadzono réwniez pro-
sta przecinajaca odcinki AB i AC odpowiednio w punktach
Ri S, przy czym $RSA=<JABC. Wykazaé, ze czworokat
PRQS jest prostokatem.

A P R B rys. 119
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D \e

Izometrie, sktadanie izometrii

l

120. Dane sa punkty A, B oraz proste kil (rys. 120). Skon- 7 k
struowac takie punkty C, D lezace odpowiednio na prostych p ‘
k, 1, aby czworokat ABC D byl réwnoleglobokiem. A o B rys. 120
121. Dany jest punkt A, prosta k oraz okrag o (rys. 121). A
Skonstruowaé takie punkty B i C lezace odpowiednio na pro- ¢
stej k i okregu o, ze trojkat ABC' jest réwnoboczny. k

B rys. 121

122. Dany jest okrag w o srodku O i promieniu 1 (rys. 122).
Rozpatrujemy wszystkie kwadraty ABC D, ktorych wierzchotki
Ai D leza na okregu w. Wyznaczy¢ najwieksza warto$é¢ dtu-
gosci odcinka OC.

123. Dane sa cztery rozne punkty A, B, C', D. Dowies¢, ze
jezeli

R(D,90°)o R(C,90°)0 R(B,90°)o R(A,90°) =1d,
to odcinki AC' i BD prostopadte i rownej dhugosci.

124. Dany jest czworokat wypuklty ABCD. Na jego bokach
zbudowano, po zewnetrznej stronie, tréjkaty prostokatne row-
noramienne ABP, BCQ, CDR i DAS (rys. 124). Wykazaé,
ze odcinki PR i QS sa prostopadte i réwnej dtugosci.

125. Dany jest trojkat ABC. Na jego bokach zbudowano,
po zewnetrznej stronie, trojkaty prostokatne réwnoramienne
ABP, BCQ, CAR (rys. 125). Wykazaé, ze odcinki PC i QR
sa prostopadte i réwnej dtugosci.

126. Dany jest osSmiokat wypukly A;As...As. Na kazdym

boku A;A;+1 tego oSmiokata zbudowano, po jego wewnetrznej

stronie, trojkaty réwnoramienne A;B;A; 11, przy czym
YA;B;Aj 1 =135°, dlai=1,2,...,8,

gdzie Ag = A; (rys. 126). Dowiesé, ze jezeli odcinki By Bs i

BsB; sa prostopadte i réwnej diugosci, to rowniez odcinki

By Bg i B4 Bg sa prostopadle i réwnej dhugosci.

rys. 126
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127. Punkt P lezy wewnatrz czworokata wypuktego ABCD,
przy czym trojkaty BC'P i DAP sa rownoboczne (rys. 127).
Na bokach AB i CD tego czworokata zbudowano, po jego
zewnetrznej stronie, trojkaty réwnoboczne ABK i CDL. Do-
wieéé, ze punkt P jest srodkiem odcinka K L.

128. Punkt P lezy wewnatrz czworokata wypuktego ABCD,
przy czym tréjkaty BCP i DAP sa rownoboczne (rys. 128).
Na bokach AB i C'D tego czworokata zbudowano, po jego
wewnetrznej stronie, trojkaty réwnoboczne ABK i CDL. Do-
wiesé, ze $rodki cigzkosci trojkatow ABK i CDL pokrywaja
sie.

129. Na bokach czworokata wypuktego ABC'D zbudowano,
po jego zewnetrznej stronie trojkaty rownoboczne ABP, BC'Q,
CDR, DAS (rys. 129). Rozstrzygnaé, czy znajac punkty P,
@, R, S mozna jednoznacznie odtworzy¢ poltozenie punktéw
A, B, C, D. Jesli tak, to podac konstrukcje tych punktow.

130. Na bokach czworokata wypukltego ABC'D zbudowano,
po jego zewnetrznej stronie tréjkaty rownoboczne BC'Q, CDR,
DAS (rys. 130). Rozstrzygnaé, czy znajac $rodki ciezkosci
trojkatow BCQ, CDR, DAS mozna jednoznacznie odtwo-
rzy¢:

(a) dlugosé boku AB,

(b) polozenie punktéw A, B, C, D.

Jesli tak, to poda¢ odpowiednig konstrukcje.

131. Punkt P lezy wewnatrz czworokata wypuktego ABCD,
przy czym SAPB+<JCPD =180° (rys. 131). Niech a, b, c, d
beda prostymi symetrycznymi odpowiednio do prostych AP,
BP, CP, DP wzgledem dwusiecznych katow DAB, ABC),
BCD, CDA. Dowies¢, ze proste a, b, ¢, d przecinaja sie w jed-
nym punkcie.

132. Dane sg punkty Aq, As,..., As,. Udowodnié, ze istnieje
tamana zamknieta B1Bs...Bs, taka, ze dla j=1,2,...,2n
punkt A; jest érodkiem odcinka B;Bji1 (gdzie Bay,y1 = B1)
wtedy i tylko wtedy, gdy

Agi_1A2=0.

=1

> i
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133. W szesciokacie wypukltym ABCDEF zachodza naste-
pujace réwnosci: AC=FB, BD=CE, DF =FA (rys. 133).
Dowies¢, ze symetralne bokéw BC, DE, F'A przecinaja sie
w jednym punkcie.

134. Dane sg takie rozne punkty A, B, C, ze odwzorowanie
R(C,256°)0 R(B,244°) o R(A,220°) A rys. 133
ma punkt staly. Wyznaczy¢ miary katéw trojkata ABC.

135. Dane sa rozne punkty A, B, C oraz katy 0 < a, (3,7 <
360°, przy czym a+ (+v=360°. Wiedzac, ze odwzorowanie

R(C,y)oR(B,B)o R(A, )
ma punkt staly, wyznaczyé¢ miary katow tréjkata ABC.

136. Dany jest szeSciokat wypukly A;A,...Ag. Na kazdym
boku A;A;+1 tego szedciokata zbudowano, po jego wewnetrz-
nej stronie, trojkaty réownoramienne A;B;A;41, przy czym

JA;B;Aj 1 =120°, dlai=1,2,...,6,

gdzie A7 = A; (rys. 136). Dowiesé, ze jezeli trojkat By BsBs
jest réwnoboczny, to tréjkat Be B4 Bg takze jest r6wnoboczny.

137. Dany jest szeSciokat wypukly A;As...Ag. Na kazdym
boku A;A; 11 tego szedciokata zbudowano, po jego zewnetrz-
nej stronie, tréjkaty rownoboczne A;B;A;+1 (rys. 137). Na-
stepnie na odcinkach By By, BsB,4, BsBg zbudowano, do we-
wnatrz szesciokata B1Bs ... Bg tréjkaty réwnoboczne. Wyka-
zac, ze srodki tych trzech trojkatéw rownobocznych sa wierz-
chotkami tréjkata réwnobocznego.

138. Na bokach BC, C'D, DA czworokata wypuktego ABC' D
zbudowano po jego zewnetrznej stronie trojkaty rownoboczne
BCP, CDQ, DAR (rys. 138). Punkt M jest $rodkiem od-
cinka AB. Na odcinkach RM i M P zbudowano trojkaty row-
noboczne RM X i M PY lezace po tej samej stronie prostej
AB, co punkty C'i D. Udowodni¢, ze trojkat XY @Q jest row-
noboczny.
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139. Dany jest taki szeSciokat ABCDEF, ze trojkaty row-
noboczne zbudowane na bokach AB, CD, EF (skierowane do
wewnatrz szeSciokata) maja wspélny wierzchotek O (rys. 139).
Niech BC'P, DEQ oraz FAR beda trojkatami rownobocz-
nymi skierowanymi do wewnatrz sze$ciokata ABCDEF. Wy-
kazaé, ze trojkat PQR jest réwnoboczny.

140. Na bokach BC'i C'A nieréwnoramiennego trojkata ABC
zbudowano po jego zewnetrznej stronie trojkaty BPC i CQA
(rys. 140), przy czym BP = PC, CQ=QA oraz

IBPC =<4CQA=q.
Rozstrzygnac, czy znajac punkty P, Q oraz symetralng od-
cinka AB mozna odtworzy¢ jednoznacznie
(a) miare kata o,  (b) polozenie punktéw A, B, C.
Jesli tak, to poda¢ odpowiednig konstrukcje.

141. Dany jest czworokat wypukty ABC D, ktéry nie jest tra-
pezem. Na bokach BC' i DA zbudowano, po zewnetrznej stro-
nie czworokata ABCD, tréjkaty réwnoboczne BCP i ADQ
(rys. 141). Rozstrzygnaé, czy znajac punkty P, () oraz syme-
tralne odcinkéw AB i C'D mozna jednoznacznie odtworzyé
potozenie punktow A, B, C', D. Jesli tak, to poda¢ konstruk-

cJe.

142. Dany jest szesciokat wypukly ABCDFEF, w ktorym
AC=DF, CE=FB oraz EA=BD.

Dowiesé, ze proste taczace $rodki przeciwleglych bokéw tego
sze$ciokata przecinaja sie w jednym punkcie (rys. 142).

143. Niech 0 < a < 360°. Wykazaé, ze odwzorowanie
R(A,a)0S(k)

ma punkt staty wtedy i tylko wtedy, gdy punkt A nalezy do
prostej k.

144. Wykazaé¢, ze wszystkie osie symetrii zbioru ograniczo-
nego przecinaja sie w jednym punkcie.
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145. Punkt K lezy na boku C'D kwadratu ABCD (rys. 145).
Przekatna KM kwadratu K LM N jest prostopadta do pro-
stej CD oraz KM = $CD. Czworokaty AN PQ oraz BLRS
sa kwadratami, jak pokazano na rysunku 145. Wykazac, ze
punkt M jest srodkiem odcinka PR.

P
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Jednokladnosé

146. Okregi 01 i 09 sa styczne zewnetrznie w punkcie A.
Wspélna styczna zewnetrzna okregdéw o1 i 09 przecina prosta
taczaca ich srodki w punkcie B. Prosta przechodzaca przez
punkt B przecina okregi 01 i oo odpowiednio w punktach D i
E, jak pokazano na rysunku 146. Dowieéé, ze <DAE =90°.

147. Dany jest kwadrat ABCD oraz punkty E i F lezace
na prostej AB (rys. 147). Niech EFGH bedzie kwadratem
lezacym po tej samej stronie prostej AB, co punkty C'i D.
Wykazaé, ze proste AG, BH i DF przecinaja si¢ w jednym
punkcie.

148. Skonstruowac tréjkat znajac dtugoséci dwéch jego bokéw
oraz wiedzac, ze dlugo$¢ srodkowej poprowadzonej do boku
trzeciego jest rowna dlugosci tego boku (rys. 148).

149. Dany jest okrag o oraz punkty A i B lezace na nim.
Punkt X lezy na okregu o (rys. 149). Wyznaczy¢ zbiér rod-
kow ciezkosci tréjkatow ABX, odpowiadajacym réznym po-
tozeniom punktu X na okregu o.

150. Okrag o jest wpisany w trojkat ABC'. Styczne do okregu o,
rownolegte do prostych BC, CA, AB odcinaja od tréjkata
ABC trzy trojkaty: AKL, BMN i CPQ (rys. 150). Wyka-
zaé, ze suma promieni okregéw wpisanych w tréjkaty AKL,
BMN i CPQ jest rowna promieniowi okregu wpisanego w
trojkat ABC.

151. Okrag o $rodku I wpisany w trojkat ABC' jest styczny
do boku AB w punkcie D (rys. 151). Punkt E lezy na boku
AB, przy czym AD = BE. Punkt M jest srodkiem odcinka
AB. Dowiesé, ze proste IM i C'E sa réwnolegle.

152. Wykazaé, ze w dowolnym tréjkacie ABC, érodek okregu
wpisanego [, Srodek ciezkosci S oraz punkt Nagela N leza na
jednej prostej oraz SN =2-15 (rys. 152).

153. W szesciokacie wypuklym kazda z gtéwnych przekatnych
dzieli ten sze$ciokat na dwa czworokaty o réwnych polach.
Dowies¢, ze przekatne te przecinajg sie w jednym punkcie.
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154. Okregi 01 i 02 sa styczne wewnetrznie w punkcie P.
Prosta k przecina okrag o1 w punktach A i B, a okrag oo w
punktach C' i D (rys. 154). Udowodnié, ze SAPC = <BPD.

155. Okregi 01 i 02 sa styczne wewnetrznie do okregu o od-
powiednio w punktach P i @ (rys. 155). Wspdlna styczna
zewnetrzna okregdw o7 i 0o jest styczna do tych okregéw od-
powiednio w punktach A i B. Dowies¢, ze proste PA i QB
przecinaja sie w punkcie lezacym na okregu o.

156. Okrag o; jest styczny wewnetrznie do okregu o w punk-
cie P, a okrag o9 jest styczny zewnetrznie do okregu o w punk-
cie @ (rys. 156). Wspélna styczna wewnetrzna okregdéw o; i
02 jest styczna do tych okregéw odpowiednio w punktach A
i B. Dowie$¢, ze proste PA i QB przecinaja sie w punkcie
lezacym na okregu o.

157. Dany jest trojkat ABC'. Trzy okregi o jednakowym pro-
mieniu p majg punkt wpolny P oraz kazdy z nich jest styczny
do dwoch bokéw tréjkata ABC (rys. 157). Udowodnié, ze $ro-
dek I okregu wpisanego w trojkat ABC, punkt P oraz $rodek
O okregu opisanego na trojkacie ABC' leza na jednej proste;j.
Wyrazi¢ promien p w zaleznosci od promieni r i R okregéw
wpisanego i opisanego na trdjkacie ABC.

158. Okrag o lezy wewnatrz tréjkata ABC' i jest styczny do
bokéow AC i BC tego tréjkata odpowiednio w punktach K
i L (rys. 158). Punkt P lezy na okregu o, przy czym

AP AK

BP  BL’
Wykazaé, ze okrag opisany na trojkacie ABP jest styczny do
okregu o.

159. Trojkat réwnoboczny ABC' jest wpisany w okrag o. Ok-
rag w jest styczny zewnetrznie do okregu o w punkcie lezacym
na tuku BC' okregu o (rys. 159). Z punktéw A, B, C' popro-
wadzono styczne do okregu w odpowiednio w punktach K,
L, M. Dowies¢, ze

BL+CM =AK.
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160. Trzy okregi lezg wewnatrz trojkata ABC' i kazdy z nich
jest styczny do dwéch bokow tego trojkata, jak na rys. 160.
Do kazdej pary z tych okregow poprowadzono styczng ze-
wnetrzna, rézna od prostych AB, BC' i C'A. Punkty prze-
ciecia tych stycznych oznaczono odpowiednio przez D, E' i F'.
Udowodni¢, ze proste AD, BE i C'F przecinaja sie w jednym
punkcie.

161. Czworokat wypuklty ABC D podzielono na dziewie¢ czwo-
rokatow wypuktlych, jak pokazano na rysunku 161. Wykazad,

ze jesli w zacieniowane czworokaty mozna wpisaé¢ okregi, to

proste AX, BY, CZ, DT przecinaja sie w jednym punkcie.
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Twierdzenie Pascala

162. Okrag o jest styczny wewnetrznie do okregu opisanego
na trojkacie ABC oraz do odcinkéw BC i C'A odpowiednio w
punktach D i E (rys. 162). Wykazaé, ze $rodek odcinka DFE
pokrywa sie ze srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC.

163. Okrag o jest opisany na trojkacie ABC' (rys. 163). Punkty
P i Q leza odpowiednio na tych tukach C'A i BC' okregu o,
ktore nie zawieraja punktow B i A. Punkty X i Y leza odpo-
wiednio na odcinkach AC' i BC', przy czym

IXPC+4YQC =180°.

Wykazaé, ze wszystkie proste XY, odpowiadajace réznym po-
lozeniom punktéow X i Y (przy ustalonych punktach A, B, C,
P, Q) maja punkt wspélny.

164. Dany jest tréjkat ABC (rys. 164). Niech AXC i BYC
beda takimi trojkatami zbudowanymi na zewnatrz trojkata
ABC, ze

JCAX +<4CBY =180° oraz JACX =<BCY =15°.

Udowodnié, ze wszystkie proste XY, odpowiadajace réznym
potozeniom punktéw X i Y, maja punkt wspdlny.

165. Punkt F'lezy na boku DF pieciokata wypuktego ABCDE
(rys. 165), przy czym

JFAC=<DBC oraz <JFCA=<EBA.
Wykazaé, ze SBAE+<<BCD =180°.
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Skladanie podobienstw

166. Punkty K, L, M, N leza odpowiednio na bokach AB,
BC,CD, DA czworok@ta wypuktego ABCD (rys. 166), przy
czym

AK BL CM DN 1

KB LC MD NA 2
Rozstrzygnaé, czy znajac punkty K, L, M, N mozna jedno-
znacznie odtworzy¢ potozenie punktow A, B, C, D. Jedli tak,

to poda¢ konstrukcje.

167. Na bokach BC, CA, AB tréjkata ABC zbudowano, po
jego zewnetrznej stronie tréjkaty BOK, CAL, ABM (rys. 167),
przy czym YBKC = JCLA=<YAM B =90° oraz
BK 3 CL 5 AM 4
KC 2° LA 7 MB 3’
Rozstrzygnaé, czy znajac punkty K, L, M mozna jednoznacz-
nie odtworzy¢ potozenie punktéow A, B, C. Jedli tak, to podaé

konstrukcje.

168. Na bokach BC, CA, AB tréjkata ABC zbudowano, po
jego zewnetrznej stronie trojkaty BOK, CAL (rys. 168), przy
czym YBKC =90°, SCLA =60° oraz

BK 3 CL 1
KC 2° LA 2
Rozstrzygnaé, czy znajac punkty K, L oraz symetralng od-
cinka A B mozna jednoznacznie odtworzy¢ potozenie punktéw

A, B, C. Jedli tak, to podaé¢ konstrukcje.

169. Na plaszczyznie dane sg kwadraty ABCD oraz A'B'C' D/,

przeciwnie zorientowane o bokach odpowiednio dtugosci a i b
(rys. 169). Punkty K, L, M, N leza odpowiednio na odcin-
kach AA’, BB', CC’, DD’, przy czym

AK BL CM DN a

KA~ LB’ MC' ND' b’
Dowies¢, ze punkty K, L, M, N leza na jednej prostej.
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170. Czworokat wypukty ABC D podzielono na dziewie¢ czwo-
rokatow wypuktlych, dzielac kazdy bok czworokata na trzy
rowne czesci, jak pokazano na rysunku 170. Dowies¢, ze pole
zacieniowanego czworokata jest réwne 1/9 pola czworokata
ABCD.

171. Punkt K lezy wewnatrz czworokata wypuktego ABC' D
(rys. 171), przy czym
JKAD=<9KCB=a oraz JKBC=<KDA=3.
Na bokach AB i C'D zbudowowano, po zewnetrznej stronie
czworokata ABCD, trdojkaty ABP i CDQ), przy czym
JPAB=9QCD=a oraz JPBA=<QDC =g.
Wykazaé, ze punkt K jest srodkiem odcinka PQ).

172. Dany jest szeSciokat wypukly ABCDEF (rys. 172),
w ktorym

AB CD EF _
BC DE FA
Wykazaé, ze YEAF +<ECD = <FBD.

IB+<4D+<F=360° oraz 1.

173. Na bokach AC i BC tréjkata ABC, w ktorym AC #
BC zbudowano, po jego zewnetrznej stronie (rys. 173), takie
tréjkaty ACD i EBC, ze $ADC =IBEC =90° oraz

AD BE

DC ~ EC”
Rozstrzygnac, czy znajac symetralng k odcinka AB oraz po-
tozenie punktow D i E mozna jednoznacznie odtworzyc¢:
(a) Srodek odcinka AB;
(b) odleglosé punktu C' od prostej k.
Jesli tak, to poda¢ odpowiednig kostrukcje.
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